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Kivonat
Az Internet, és a ráépülő alkalmazások, szolgáltatások, üzleti modellek, publikus
felhők, és kritikus kommunikációs eszközök széles körű elterjedésével a kapcsolódó
elméleti és technológiai kihívások komplexitása jelentős mértékben megnőtt. Ah-
hoz, hogy ezeket a sokrétű kihívásokat eredményesen tudjuk kezelni, egészen újfajta,
az egyes hagyományos kutatási diszciplínákon átívelő metodológiát kell alkalmazni.
Ebben a munkában 4 ilyen interdiszciplináris kutatást mutatunk be, melyek a há-
lózattudomány, a kommunikáció és a tágabb értelemben vett mérnöki tudományok
hagyományosan egymástól elkülönülő tématerületeinek modelljeit és technikáit öt-
vözik új megközelítésekkel, megoldást kínálva pár régóta feltáratlan problémára.
Az elsőként bemutatásra kerülő kutatás a hálózati erőforrások fair allokációjá-
nak kérdését vizsgálja új, geometriai megközelítésben. Ebben a modellben a hálózat
kapacitását meg nem haladó erőforrás-allokációk halmazát egy geometriai objektum
segítségével írjuk le, majd ezen objektum tulajdonságainak vizsgálatával geometriai
jellemzését adjuk a lehetséges fair allokációknak. A geometriai megközelítés segít-
ségével új, könnyen vizualizálható formában tudjuk reprezentálni a hálózat szűk
átviteli keresztmetszeteit, ami nagy segítség lehet az operátorok számára a hálózati
kapacitások tervezésének fázisában.
A második interdiszciplináris megközelítés az adaptív útvonalválasztás elméleti
kérdéseibe nyújt betekintést egy új, szabályozáselméleti modell segítségével. A be-
mutatott optimális szabályozó a felhasználók által felajánlott forgalom függvényében
online vezérli az egyes továbbítási útvonalakra küldött adatfolyamok mennyiségét,
oly módon, hogy a létrejövő forgalomelvezetés nem haladja meg a hálózatban rendel-
kezésre álló kapacitást a felajánlott forgalomtól függetlenül. A bemutatott szabályo-
zó továbbá elsőként biztosít káros oszcillációktól mentes stabil működést és optimális
útválasztást bármilyen, az operátor által meghatározott célfüggvény értelmében.
A hátralevő két kutatás a skálázható útvonalválasztás igencsak aktuális kérdéseit
járja körül interdiszciplináris megközelítésben. Először kiterjesztjük a forgalomto-
vábbítás elvi skálázódását vizsgáló kompakt útválasztás elméletét több, az Interneten
jelenleg is elterjedten használt, az alapértelmezett legrövidebb utak választására ala-
puló modellnél gazdagabb szabályrendszer esetére. A megközelítésünk eredetiségét
az adja, hogy az útválasztási szabályrendszereket absztrakt algebrai úton írjuk le,
és a skálázhatósági karakterizációkat az absztrakt algebrai leírás felett, általános
érvényűen adjuk meg. Végül ennek a megközelítésnek a gyakorlati alkalmazhatósá-
gát vizsgáljuk: az utolsó bemutatásra kerülő kutatásban adott forgalomtovábbítási
táblák tömöríthetőségét vizsgáljuk újszerű információelméleti módszerekkel, és elő-
ször adunk olyan tömörítő eljárásokat, melyek valós, akár több százezer bejegyzést
tartalmazó Internet forgalomtovábbítási táblákat képesek alig száz kilobyte méretre
tömöríteni úgy, hogy továbbra is biztosítják a táblák gyors kereshetőségét.
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1. Bevezető
Az Internet mára több tízezer kormányzati, akadémiai, katonai, és vállalati ope-
rátor autonóm hálózatait összekötő globális világhálózattá vált, melyhez tízmilli-
árdnyi eszközön keresztül több milliárd felhasználó csatlakozik, évente több trillió
USD üzleti forgalmat lebonyolítva [1]. A globális Internet drámai növekedésével a
kapcsolatos elméleti, technológiai, szociális és gazdasági kihívások mérete és komple-
xitása mára oly mértékben növekedett, hogy az már meghaladja az egyes „klasszikus”
specializált mérnöki diszciplínák határait. Emiatt új, interdiszciplináris megközelí-
tésekre van szükség, amelyek képesek több, hagyományosan egymástól elkülönülő,
önálló diszciplína modelljeinek, metodológiájának és technológiájának egyesítésével
olyan mérnöki keretrendszereket kidolgozni, melyek hatékonyan vethetőek be még a
mai, rendkívül komplex problémák és kihívások megoldására is.
Az alábbi Disszertációban ismertetett, a kommunikációs hálózatok bővebb te-
rületéről válogatott kutatási eredmények közös jellemzője hogy ilyen, alapvetően
interdiszciplináris megközelítésben születtek. A cél annak bemutatása volt, hogy
amennyiben valamely régóta megoldásra váró problémára már a modellalkotás fá-
zisától kezdve konzekvensen egy új, a probléma megoldására hagyományosan vá-
lasztott diszciplínától eltérő megközelítés metodológiáját alkalmazzuk, akkor az új
diszciplína teljes eszköztára (modellek, elméleti eredmények, algoritmusok, szoftver
könyvtárak) megnyílik a probléma megoldására. Az interdiszciplináris megközelí-
tés gyakran váratlan új bepillantást ad a probléma természetébe és az egyes eltérő
diszciplínák metodológiájának szintéziséből egészen új metodológiák, megoldások,
és eszköztárak nyerhetők. A Disszertáció négy ilyen tipikus kommunikációs háló-
zatokkal kapcsolatos problémát és az azok megoldására használt interdiszciplináris
megközelítést mutat be.
2. Kutatási előzmények és célkitűzések
Hálózati erőforrások max-min fair allokációja. A Disszertáció 2. fejezetében
bemutatásra kerülő kutatás a hálózati erőforrások fair allokációjának témáját járja
körül. A gyakorlatban gyakran szembesülünk olyan jellegű problémával, hogy va-
lamely erőforrásból csak limitált mennyiség áll rendelkezésre és ezeket valamilyen
„fair” módon kell kiosztanunk az igénylők között. A közgazdaság területén például a
kompetitív piacok és a piaci allokáció elmélete olyan egyensúlyi állapotokat vizsgál,
amikor a szükségletek kielégítésére alkalmas erőforrások a felhasználási lehetőségek-
hez képest korlátozott mennyiségben állnak a társadalom rendelkezésére, és a cél a
társadalmi jólét maximalizálását célzó erőforrás-allokáció kiválasztása. A játékelmé-
leti megközelítésben több, mohó játékos célja a saját allokációjának egyoldalú növe-
lése és játékosok egyéni stratégiáinak egyensúlyi helyzetét például a Nash-egyensúly
fogalma írja le. A több felhasználót kiszolgáló felhőhálózatokban az adatközpont
számítási, tárolási, és hálózati kapacitásait kell az egyes felhasználók közt igazságo-
san allokálni, míg a kommunikációs hálózatokban a szűkös erőforrás a hálózat összes
átviteli kapacitása és az operátor célja ezen átviteli erőforrások a felhasználók közti
kiosztása valamilyen „igazságossági” kritériumok szerint.
Az általunk vizsgált feladatban az egyes felhasználók szeretnének egy kommuni-
kációs hálózat két adott végpontja közt minél több forgalmat elvezetni, ugyanakkor
a hálózat átviteli összeköttetéseinek sávszélessége véges, és a cél az átviteli utak és
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adási sebességek fair meghatározása. Egy ilyen „fair” allokációt például axiomati-
kusan [2–6] a következő 4 kritériummal jellemezhetünk [7, D. függelék]: (1) a fel-
használókat az erőforrások megosztására készteti (sharing incentive), (2) kizárja az
igények eltúlzásából eredő csalást (strategy-proof ), (3) „irigységmentes” (envy-free),
és (4) Paretói értelemben pazarlásmentes (Pareto-efficient). A hálózati erőforrás-
allokáció problémakörében ezek a szabályok az úgynevezett max-min fair egyensúlyi
állapotot definiálják [8], mely egyszerűen az alábbi módon lenne definiálható: „a
max-min fair allokáció olyan, hogy nincs mód arra, hogy bármelyik felhasználó adá-
si sebességét megnöveljük anélkül, hogy valamelyik másik olyan felhasználó adási
sebességét csökkentsük, amely számára már eleve kisebb, vagy legfeljebb egyenlő,
adási sebességet allokáltunk”. A max-min fair kritériumok elterjedten használtak a
torlódásvezérlés [9–14], ütemezés [15,16], illetve a hálózati [17,18], számítási [19–21],
tárolási [7,22], memória [23], vagy egyéb hálózati erőforrások [11,13,15,16,18,24,25]
allokációjának területén, lásd még [2, 7, 26–28].
A hálózati erőforrások max-min fair allokációjának vizsgálata tipikusan a hálóza-
ti folyamok elméletének felhasználásával történik. Ennek a megközelítésnek azonban
az az ára, hogy az allokációk meghatározásakor az egyes felhasználók számára átvi-
teli útvonalakat rögzíteni kell, és az átviteli sebességek meghatározása után a kapott
allokáció csak az egyes, az adott fix útvonalakon lehetséges megengedett allokációk
halmazára nézve lesz max-min fair. Ez azonban könnyen igazságtalan allokációt
eredményezhet, hiszen a felhasználók jogosan érvelhetnek amellett, hogy a számuk-
ra allokált átviteli sebességnél jobb allokáció is lehetséges lenne, ha a fix útvona-
lakat az operátor megváltoztatná. Sajnos azonban a hagyományos folyamelméleti
megközelítésben az ilyen, útvonalfüggetlen max-min fair allokációk tárgyalása mind
elméleti, mind gyakorlati úton nehézkes, hiszen a kapott általánosított max-min fair
erőforrás-allokáció problémájában egyszerre kellene változtatni a felhasználók átvi-
teli útjait és az átviteli sebességét. Erre a nehézségre már korábban is felfigyeltek
(lásd: [29, Section „When bottleneck and water-filling become less obvious”]), de a
probléma azóta is nyitott.
A 4.1 fejezetben röviden ismertetett tézisek témája az általánosított max-min
fair erőforrás-allokáció problémájának interdiszciplináris megközelítése. A bemuta-
tott módszer a folyamelmélet megközelítése helyett egy alapvetően geometriai mód-
szertant követ, melynek során a megengedett, útvonalfüggetlen erőforrás-allokációk
halmazát egy geometriai objektum, az ún. átvileti politóp segítségével írjuk le, majd
ezen objektum tulajdonságainak vizsgálatával geometriai jellemzését adjuk a „fair”
allokációknak a fair allokációk többfajta definíciójára (Pareto-optimalitás, dominá-
latlanság, max-min fair). A geometriai megközelítés segítségével egyszerű és könnyen
vizualizálható formában tudjuk reprezentálni a hálózat szűk átviteli keresztmetsze-
teit és megmutatjuk, hogy az erőforrás-allokáció feladat ebben a megközelítésben
megegyezik a szűk keresztmeszetek erőforrásainak megfelelő allokációival (bottleneck
argumentation). Végül visszatérünk a hagyományos folyamelméleti modellre, és
bebizonyítjuk, hogy a geometriai értelemben vett szűk keresztmetszetek könnyen
megfeleltethetőek a hálózat gráfjának egyes kritikus vágásaival.
Adaptív útvonalválasztás. A Disszertáció 3. fejezetében az kommunikációs há-
lózatok erőforrásainak optimalizációját egy másik vetületben vizsgáljuk. Míg az
erőforrás-allokációs feladatban az operátor osztja ki a hálózat erőforrásait a felhasz-
nálók között, addig az itt tárgyalt adaptív útvonalválasztás modelljében az operátor
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feladata a felhasználók által felajánlott, minden pillanatban változó átviteli igények
elvezetése a hálózatban, annak szűkös erőforrásait figyelembe véve. Ez praktikusan
azt jelenti, hogy a felhasználók számára allokált egy vagy több átviteli utat, illetve
az egyes utakra irányított forgalom mennyiségét olyan módon kell meghatározni,
hogy a hálózat egyetlen összeköttetésén se alakuljon ki torlódás.
Természetesen az adaptív útvonalválasztás alapja a felhasználók pillanatnyi for-
galmi igényeinek dinamikája. Amennyiben az átviteli igényeket leíró forgalmi mátrix
többé-kevésbé változatlan egy adott időtávban, úgy a statikus útvonalválasztás meg-
felelő választ nyújt [30,31]. Amennyiben azonban az igények dinamikusan változnak,
úgy két lehetőség van: vagy tervezünk egy statikus útvonalkiosztást, amely minden
forgalmi mátrixra „egészen jó” megoldást jelent (lásd, oblivious routing [32–38]) vagy
pedig olyan adaptív útválasztó algoritmust tervezünk, amely képes az igények dina-
mikáját lekövetni az útvonalak kiosztásának mechanizmusában [39–42].
A 4.2. fejezetben bemutatott kutatás ilyen adaptív útvonalválasztó módszereket
vizsgál interdiszciplináris, szabályozáselméleti megközelítésben. Míg a gyakorlatban
alapvetően folyamelméleti modelleket használnak, az itt bemutatott, az optimális,
modell-alapú prediktív szabályozók felhasználásán alapuló adaptív útvonalválasztó
algoritmusok egészen új irányt képviselnek a kapcsolódó irodalomban. A szabályozó
a gyakorlatban minden periódusban meghatározza, hogy az egyes elérhető útvo-
nalakra a felhasználók forgalmának mekkora részét kell irányítani. Megmutatjuk,
hogy létezik olyan szabályozó, amely egyszerre megengedett, vagyis tetszőleges fel-
használói igényt képes torlódás nélkül elvezetni a hálózatban annak előzetes ismerete
nélkül, feltéve hogy az adott igények egyáltalán kiszolgálhatóak valamilyen módon,
szabályozáselméleti értelemben stabil (különösképpen pont a stabilitás hiánya volt
az, ami ahhoz vezetett, hogy a korai ARPANETben használt adaptív útvonalválasz-
tást egy statikus módszerre cserélték [43–45]), és optimális tetszőleges lineáris vagy
kvadratikus célfüggvény szerint [46]. Tudomásunk szerint ez az első olyan adaptív
algoritmus, mely egyszerre biztosítja ezt a három, a gyakorlatban nélkülözhetetlen
tulajdonságot, köszönhetően az interdiszciplináris megközelítésnek.
Skálázható útvonalválasztás. Az erőforrás-allokáció és az adaptív útvonalválasz-
tás fenti modelljei az Internet tipikusan egyetlen operátor által üzemeltetett tarto-
mányán belül értelmezettek. Az útválasztási feladatok nagy léptékű, tartományok
közötti megfogalmazásában az Internetet, mint több tízezer autonóm szolgáltató ál-
tal elosztottan üzemeltetett extrém nagy méretű komplex hálózatot képzeljük el. A
Disszertáció 4. fejezetében az ilyen nagy léptékű hálózatok kontextusában felmerü-
lő legfontosabb kritérium, a skálázhatóság szempontját vizsgáljuk interdiszciplináris
megközelítésben.
A skálázható útvonalválasztás azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy a nagy méretű
hálózatokban az egyes hálózati eszközöknek (a gráf pontjainak) mennyi informáci-
ót kell ahhoz lokálisan eltárolnia, hogy képesek legyenen bármilyen célponthoz az
„optimális” útvonalon eljuttatni egy-egy adatcsomagot, illetve hogy ez az információ-
mennyiség hogyan nő a hálózat növekedésének függvényében. Kulcsfontosságú itt
az útvonalválasztás által leképezett útvonalak optimalitásának pontos definíciója,
hiszen az, hogy a hálózat egyes pontjain mely útvonalakat tekintünk „optimálisnak”,
széles skálán változhat. Míg tartományokon belül hagyományosan a legrövidebb út-
vonalak kiválasztása a cél, napjainkban egyre inkább előtérbe kerülnek alternatív
optimalitási szabályok, úgy mint a legszélesebb út, vagyis a legnagyobb szabad sáv-
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szélességű pont-pont út kiválasztása [51–53], a legmegbízhatóbb út, amelynek az élei
a legkisebb valószínűséggel hibásodnak meg [54], vagy akár a legbiztonságosabb út,
vagy ezen szabályrendszerek bármely kombinációjának kiválasztása [55]. Az Inter-
net tartományok közti útválasztása mindig is ilyen policy routing protokollok felett
futott, hiszen ebben a léptékben nem az útvonalak hossza a döntő, hanem az azokon
való átvitel biztonsági, megbízhatósági, illetve költségvonzatai [56].
A skálázható útválasztás elméleti kutatása a kompakt útválasztás (compact rou-
ting) területéhez tartozik. Fontos látni azonban, hogy az elérhető, igen terjedelmes
irodalom kizárólag a legrövidebb útválasztás szabályrendszerére koncentrál [57–63].
Az elméleti vizsgálódások azt mutatják, hogy nem létezik olyan útválasztási algo-
ritmus, amely minden hálózatban képes lenne a legrövidebb utakat úgy lekódolni,
hogy az egyes pontoknak ne kéne a hálózat méretével lineáris, vagy szuperlineáris,
mennyiségű információt tárolni. Másképpen, a legrövidebb útvonalak választásán
alapuló szabályrendszer nem tömöríthető, hiszen a lineáris tárolási méretet már a
legegyszerűbb, táblázatos tárolási mód is megvalósítja [57, 61, 62]. Ugyanakkor ha
hajlandóak vagyunk feladni az útvonalak „optimalitásából” keveset, akkor megmu-
tatható, hogy létezik olyan „ jól skálázódó” (tömöríthető) kompakt útválasztási algo-
ritmus, amely az egyes pontokban bizonyíthatóan lineárisnál kevesebb információval
le tud tárolni a legrövidebb útvonalnál legfeljebb háromszor hosszabb útvonalakat
(stretch-3 routing) [59, 60].
A 4.3. fejezetben azt a kérdést járjuk körül, hogy a fenti, szigorúan a legrövidebb
utak kiválasztásán alapuló eredmények hogyan általánosíthatóak arra az esetre, ha a
cél nem a legrövidebb, hanem éppen a legszélesebb vagy a legmegbízhatóbb útvonal
kiválasztása. A legfontosabb észrevételünk, hogy a gyakorlatban használt útvonavá-
lasztási szabályok sokfélesége nem teszi lehetővé [51–56], hogy az egyes nagyszámú
szabályrendszerekre egyenként végezzük el a skálázhatósági és tömöríthetőségi analí-
zist. Ehelyett egy általánosabb megközelítést vizsgálunk, amikor az egyes szabályok
legfontosabb jellemzőit absztrakt algebrai modellben általánosítjuk, és a skálázha-
tósági analízist ezeken az algebrai modelleken végezzük el [64–69]. Az általunk
bevezetett új, általános modell neve algebrai kompakt útválasztás. Megmutatjuk az
algebrai kompakt útválasztás két saroktételét, melyek segítéségével szinte az összes
tartományon belüli útválasztási szabályrendszer skálázhatósága jellemezhetővé vá-
lik. További eredményünk a útvonalak megnyúlását jellemző stretch fogalom algeb-
rai általánosítása: itt megmutatjuk, hogy egyes, a gyakorlatban gyakran előforduló
reguláris algebrákra az irodalomban legrövidebb utakra definiált stretch-3 útválasz-
tási módszerek korrekt módon általánosíthatóak, ugyanakkor először mutatunk rá
arra, hogy léteznek olyan útválasztási algebrák, például a legrövidebb-legszélesebb
út, amelyekre semmilyen konstans megnyúlással nem létezik tömöríthető kompakt
útválasztási algoritmus.
Forgalomtovábbítási táblák tömörítése. A Disszertáció 5. fejezetben utolsóként
ismertetett kutatás az útvonalválasztási algoritmusok skálázhatóságának kérdését
egy más megközelítésben vizsgálja: míg az előző fejezetben a pontokban tárolt ál-
lapot mennyiségének tekintetében a legrosszabb esetet (worst-case) kerestük, addig
most a feladat egy konkrét forgalomtovábbítási tábla méretének tömörítéssel való
csökkentése. Az eddigi eredményeink alapvetően negatívak voltak: szinte minden
útválasztási szabályra van olyan „worst-case” halózat, amelyen nem érhető el lineá-
risnál lassabban növekedő memóriamennyiség minden pontban. Ebben a kutatásban
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viszont inkább pozitív eredményeket mutatunk: bár valóban vannak „rosszul tömö-
ríthető” esetek, a valóságban előforduló hálózatok, például az Internet-topológia,
nem ilyen jellegűek. Megmutatjuk, hogy a megfelelő, forgalomtovábbítási táblákra
specializált tömörítő algoritmus bevetésével akár nagyságrendnyi méretcsökkenést is
el lehet érni a gyakorlatban.
A 4.4. fejezetben alkalmazott megközelítésünk ismét alapvetően interdiszcipliná-
ris. Míg az irodalomban a forgalomtovábbítási táblák tömörítésére általában heurisz-
tikus megközelítéseket használnak [70–89], az alábbiakban először teszünk kísérletet
arra, hogy egy új információelméleti modell segítségével analitikusan jellemezzük
adott útválasztási tábla méretét és az elérhető legnagyobb tömörítést. A legjelentő-
sebb eredmény egy új entrópia-jellegű mennyiség bevezetése, amellyel több modell-
ben precízen leírható egy útválasztási tábla méretbeli komplexitása, és olyan tömö-
rítő algoritmusok kifejlesztése, amelyek nemcsak képesek az elméleti entrópia-korlát
elérésére, de, eltérően a tömörítő-algoritmusok többségétől, valós időben tesznek le-
hetővé komplex kereséseket közvetlenül a tömörített reprezentáción, annak előzetes
explicit kitömörítése nélkül. Végül először teremtünk kapcsolatot a strukturálat-
lan címterek és a strukturált, hierarchikus címterekben elérhető entrópia fogalmak
között.
3. Kutatási módszerek
Az itt bemutatott kutatási eredmények közös jellemzője a már a modellalkotás
során konzekvensen alkalmazott interdiszciplináris megközelítés. Mind a négy eset-
ben egy olyan modellt alkalmaztunk egy, a kommunikációs hálózatok elméletében
és gyakorlatában régóta kutatott problémára, amely egy olyan területről származik,
amely az irodalomban adott kontextusban nem, vagy csak elvétve tűnik fel. Az
erőforrás-allokáció problémájára alkalmazott geometriai, az adaptív útválasztásra
használt szabályozáselméleti, és a skálázhatósági analízisre használt algebrai és in-
formációelméleti modell megnyitotta az új diszciplína teljes elméleti és algoritmikus
eszköztárát, így a legtöbb esetben egyszerű metodológiák alkalmazásával is egészen
új eredményeket tudtunk elérni az eredeti probléma kontextusában. Ennek megfe-
lelően a legtöbb alább megtalálható eredmény egyszerű technikákra épül, azonban
egyes esetekben a megoldandó problémákra merőben új, az irodalomban korábban
előzménnyel nem rendelkező megközelítéseket és eredményeket tett lehetővé. Ilyen
új eredményt ismertet például a 1.6., 2.7., 3.1., 3.2., 3.4., és a 4.5. tézis.
4. Új tudományos eredmények
4.1. Max-min fair hálózati erőforrás-allokáció geometriai meg-
közelítésben
Az itt ismertetett kutatás célja a hálózatelmélet egy klasszikus problémájának
megválaszolása [29, Section „When bottleneck and water-filling become less obvio-
us”]. Az általánosított max-min fair hálózati erőforrás-allokáció feladatában a cél a
hálózat átviteli kapacitásainak kiosztása oly módon, hogy az egyes felhasználók szá-
mára biztosított átviteli kapacitás megfeleljen bizonyos „igazságossági” feltételeknek
anélkül, hogy a felhasználók átviteli útvonalait előre rögzítenénk (a pontos definíciót
lásd alább). Az eredmények az alábbi állításban vannak összefoglalva.
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1. Tézis. Definiáltam az általánosított max-min fair hálózati erőforrás-allokáció
problémáját, amely a hagyományos megközelítéssel ellentétben nem igényli a felhasz-
nálók átviteli útvonalainak előzetes rögzítését. A problémát geometriai modellben
vizsgáltam: először szoros geometriai karakterizációt adtam megengedett allokációk
halmazának jellemzésére, majd több valós fairness kritériumhoz geometriai értelme-
zést mutattam. Kiterjesztettem a hálózatok szűk keresztmetszetének definícióját az
útvonalfüggetlen esetre, megmutattam, hogy a geometriai értelemben vett szűk ke-
resztmetszetek a hagyományos folyamelméleti modellben a hálózat gráfjának egyes
vágásaiként értelmezhetőek. Végül adtam egy módszert a max-min fair allokációk
kiszámítására, amely polinom időben fut abban az esetben, ha az algoritmus beme-
netét alkotó megengedett allokációk halmaza polinom méretű.
A fenti eredményt egyszerűbb állítások sorozataként bizonyítottam. Tekintsük
a hálózat egy Gc konfigurációját, amely egy V ponthalmaz és egy E élhalmaz fölött
definiált egyszerű irányított G(V,E) gráf, c = [cij > 0 : (i, j) ∈ E] élkapacitá-
sok, a felhasználókat reprezentáló (sk, dk) : k ∈ K forrás-cél párok, és a felhaszná-
lók számára kijelölt átviteli útvonalak Pk halmazának összessége. A megközelítés
„útvonalfüggetlen” jellege abban áll, hogy az útvonalhalmaz Pk tetszőleges, akár a
rendelkezésre álló összes útvonalat is jelölheti, illetve nincs megszabva a Pk egyes
P útvonalaira terelendő forgalom aránya sem, ellentétben a hagyományos, rögzített
útvonalakra alapuló megközelítéssel. Legyen uP a k ∈ K felhasználó által a P ∈ Pk




P∈Pk uP a k felhasználó számára a P ∈ Pk útvonalakon allokált
teljes átviteli kapacitás. Az alábbiakban csak olyan reguláris Gc hálózati konfigu-
rációkkal foglalkozunk, amelyekre igaz, hogy minden k ∈ K felhasználó számára
elérhető legalább egy irányított sk → dk út a Pk útvonalhalmazban, és minden
élkapacitás pozitív és véges (lásd a Disszertáció 2.1. definícióját).
A max-min fair erőforrás-allokáció problémáját az alábbi formában definiálhat-
juk.
1. Definíció. A valamely Gc hálózati konfiguráció felett definiált általánosított max-
min fair hálózati erőforrás-allokáció célja olyan θ allokáció meghatározása, amely
• megengedett: létezik olyan uk : k ∈ K útvonalválasztás, amely az egyes felhasz-
nálók számára pontosan θk = 1Tuk átvitelt garantál és nem terheli túl az egyes
(i, j) ∈ E éleket:
∑
k∈K uk ≤ c;
• Pareto-optimális: bármely k allokációját θk értékről θk + ε értékre növelve,
közben a többi felhasználó allokációját fixen tartva, nem megengedett allokációt
kapunk bármely ε > 0 esetén; és végül
• irigylésmentes: bármely megengedett θ′ allokációra igaz, hogy
θ′k > θk ⇒ ∃l ∈ K \ {k} úgy, hogy θ′l < θl és θl ≤ θk . (1)
Az első állításban az útvonalfüggetlenül megengedett allokációk halmazának geo-
metriai meghatározását adjuk. Az állítás és annak bizonyítása a Disszertáció 2.8.
tételében található, lásd még [C33,C40–C42].
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(a) topológia
Felhasználók:
(s1, d1) = (1, 6)
(s2, d2) = (7, 8)
(s3, d3) = (7, 5)
Max-min fair all.:







(b) parametérek (c) T (Gc)
1. ábra. Egy hálózati konfiguráció és a hozzá tartozó átviteli politóp. Az élek kapaci-
tását zárójelben, a Pareto-optimális allokációk halmazát vastag vonallal, a max-min fair
allokációt pedig vastag ponttal jelöltük.
1.1. Tézis. Tekintsünk egy Gc hálózati konfiguráció felett definiált általánosított
max-min fair hálózati erőforrás-allokáció problémát. Ekkor a probléma T (Gc) meg-
engedett tartománya egy konvex poliédert alkot. Ha Gc reguláris akkor T (Gc) kor-
látos, teljes-dimenziós, és lefelé monoton. Általános esetben nem létezik polinom
méretű felső határ T (Gc) féltér reprezentációjának méretére.
A megengedett megoldások halmazát átviteli politópnak hívjuk. Az 1. ábra az
átviteli politópokra ad példát.
A max-min fair allokációk legegyszerűbb tulajdonsága dominálatlanság fogal-
mával írható le: egyszerűen fogalmazva egy allokáció valamely adott k felhaszná-
lóra vonatkozóan dominálatlan, ha k allokációját csak azon az áron tudjuk növel-
ni, hogy egy másik felhasználó allokációját csökkentjük (a precíz meghatározást
lásd a Disszertáció 2.5. definíciójában). A következő állítás az ilyen dominálatlan
erőforrás-allokációk egy geometriai jellemzését adja. Az állítás és annak bizonyítása
a Disszertáció 2.8. tételében található, lásd még [C33,C40–C42]. Az alábbiakban az
egyszerűség kedvéért a Gc hálózati konfigurációt adottnak tekintjük.
1.2. Tézis. Tekintsünk egy megengedett θ ∈ T (Gc) allokációt és jelölje N ⊆ K a θ
allokációban dominálatlan felhasználók halmazát. Ekkor N 6= ∅ akkor és csak akkor,
ha létezik olyan βT θ ≤ b egyenlőtlenség, amely (i) érvényes: ∀θ′ ∈ T (Gc) : βT θ′ ≤ b,
(ii) feszes: βT θ = b; és (iii) komplementáris: (β)k > 0 ⇔ k ∈ N .
A dominálatlanságnál egy fokozattal erősebb definíció a Pareto-optimalitás: egy-
szerűen szólva, egy θ megengedett allokáció Pareto értelemben optimális, ha θ-
ban mindegyik felhasználó dominálatlan (a precíz meghatározást lásd a Disszer-
táció 2.5. definíciójában). A következő állítás az ilyen Pareto-optimális erőforrás-
allokációk geometriai jellemzését adja. Az állítás és annak bizonyítása a Disszertáció
2.14. tételében található, lásd még [C33,C40–C42].
1.3. Tézis. Egy megengedett θ ∈ T (Gc) allokáció akkor és csak akkor Pareto-
optimális, ha létezik olyan βT θ ≤ b egyenlőtlenség, amely (i) érvényes: ∀θ′ ∈ T (Gc) :
βT θ′ ≤ b, (ii) feszes: βT θ = b; és (iii) szigorúan pozitív: ∀k ∈ K : (β)k > 0.
A fenti karakterizációk birtokában a következő állítás a max-min fair allokációk
geometriai jellemzését adja. Az állítás és annak bizonyítása a Disszertáció 2.15. té-
telében található, lásd még [C33,C40–C42].
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1. algoritmus Általánosított water-filling algoritmus egy Gc hálózati konfigurációra.
B = ∅; θ = 0
while B 6= K do
λ← max
λ>0
{λ : θk + λ is feasible for each k ∈ K \ B}
θk ← θk + λ for each k ∈ K \ B
B ← {k ∈ K : k is non-dominated at θ}
end while
1.4. Tézis. Egy megengedett θ ∈ T (Gc) allokáció akkor és csak akkor max-min
fair, ha minden k ∈ K felhasználó esetén létezik olyan βT θ ≤ b egyenlőtlenség,
amely (i) érvényes: ∀θ′ ∈ T (Gc) : βT θ′ ≤ b, (ii) feszes: βT θ = b; és (iii) max-min
komplementáris: ∀l ∈ K : (β)l > 0 ⇔ θl ≤ θk.
A rögzített útvonalak felett definiált max-min fair allokáció megoldását a gya-
korlatban általában az ún. water-filling algoritmussal lehet kiszámítani [26–28].
Az algoritmus az általános esetre való triviális kiterjesztését az 1. algoritmus ad-
ja meg. A következő állítás megmutatja, hogy ez a triviális kiterjesztés helyes. Az
állítás és annak bizonyítása a Disszertáció 2.16. következményében található, lásd
még [C33,C40–C42].
1.5. Tézis. Az 1. algoritmus helyes az általános max-min fair allokáció számítására.
Megjegyezzük, hogy abban az esetben, ha T (Gc) polinom méretű akkor az 1. al-
goritmus is polinom időben lefut, azonban ez az általános esetben nem garantált
(lásd az 1.1. tézist).
Egyszerűen adódik, hogy az 1.4. tézisben meghatározott egyenlőtlenségek egyfaj-
ta „szűk keresztmetszetként” működnek az általánosított problémában, a rögzített
útvonalak felett definiált hagyományos megközelítés hálózati élek formájában adott
szűk keresztmetszeteinek látványos geometriai értelmezését adva. Az utolsó állítás
ezeket a geometriai értelemben vett szűk keresztmetszeteket transzformálja vissza a,
talán könnyebben érthető, folyamelméleti keretrendszerbe. A teljes érvelés a Disszer-
táció 2.4.2 fejezetében kerül kifejtésre, az állítás és annak bizonyítása a Disszertáció
2.16. tételében található, lásd még [C33,C40–C42].
1.6. Tézis. Adott θ ∈ T (Gc) allokáció akkor és csak akkor max-min fair, ha minden
k ∈ K felhasználóra adható Gc egy olyan Ck vágása, amelyre





uP = cij bármely olyan megengedett uk : k ∈ K
útválasztás esetén, amelyre θk = 1Tuk, és
• l ∈ KCk ⇔ θl ≤ θk,
ahol KCk ⊆ K azokat a felhasználókat jelöli, amelyek minden forrásponttól a vég-
pontba vezető útvonala metszi Ck vágást.
4.2. Adaptív útvonalválasztás szabályozáselméleti megközelí-
tésben
Az alábbiakban egy új, szabályozáselméleti megközelítésen alapuló adaptív út-
vonalválasztó (rate-adaptive multipath routing) algoritmust mutatunk, amely képes
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a felhasználók útvonalait és az azokon átvitt forgalom mennyiségét valós időben
állítani oly módon, hogy a kapott forgalomelvezetés bizonyíthatóan megengedett,
stabil, és optimális. Az adaptív megközelítés lényege, hogy minimális feltételekkel
élünk az algoritmus bemeneteként kapott felhasználói forgalomról. Az eredmények
az alábbi állításban vannak összefoglalva.
2. Tézis. Modellt adtam, amely az adaptív útvonalválasztás problémáját a kény-
szerfeltételek melletti modell-alapú prediktív szabályozók tervezésének feladataként
írja le. Megmutattam, hogy enyhe regularitási feltételek mellett tetszőleges hálóza-
ti konfigurációhoz létezik olyan modell-alapú prediktív szabályozó, amely (i) stabil,
(ii) optimális tetszőleges lineáris vagy kvadratikus célfüggvényre, és (iii) megengedett,
amennyiben tetszőleges megengedett forgalmi mátrixot képes torlódás nélkül elvezetni
a hálózatban. Végül új karakterizációt adtam a kapott szabályozók komplexitására.
A fenti eredményt ismét egyszerűbb állítások sorozataként bizonyítottam. Le-
gyen Gc egy adott hálózati konfiguráció, legyen T (Gc) a megengedett θ forgalmi
mátrixokat leíró átviteli politóp (lásd az 1.1. tézist), és legyen uk = [uP : P ∈ Pk]
valamilyen útválasztás, amely az egyes k ∈ K felhasználók számára pontosan θk
átvitelt biztosít: θk = 1Tuk. Legyenek most θk(t) és uk(t) egy tetszőleges t pillanat-
ban érvényes forgalmi mátrix és útválasztás, és jelölje xk(t) a t időpillanatban a k
felhasználó által a sk forráspontban akkumulált forgalom mennyiségét.
A hálózat leírására a Disszertáció 3.2.3. fejezetében bevezettem az ún. ORAR
(Optimal Rate-adaptive Routing) modellt, melyet az alábbi (D) dinamika és (I) kez-
deti feltétel, a (C1)–(C3) kényszerfeltételek összességeként adódó (C) feltételrend-
szer:
xk(t+ 1) = xk(t)− τ
∑
P∈Pk
uP (t) ∀k ∈ K (D)
xk(0) = θk ∀k ∈ K (I)∑
k∈K
Pkuk(t) ≤ c (C1)
uk(t) ≥ 0 ∀k ∈ K (C2)
xk(t) ≥ 0 ∀k ∈ K (C3)
illetve a (P) kritériumfüggvény (célfüggvény) jellemez:
minP (u(.), x(0)) = qTf x(N) +
N−1∑
t=0
rTu(t) + qTx(t) . (P)
A továbbiakban feltételezzük, hogy (P) lineáris. A kvadratikus esetért lásd [47].
Az első állításban belátjuk, hogy egyszerű regularitási feltétel mellett minden há-
lózati konfiguráció szabályozáselméleti értelemben irányítható (controllable) és meg-
figyelhető (observable). A pontos definíciók, az állítás és a bizonyítás a Disszertáció
3.4. lemmájában találhatóak, lásd még [C29–C31,J12].
2.1. Tézis. Ha Gc hálózati konfiguráció reguláris és qTf > 0, rT ≥ 0 és qT ≥ 0,
akkor az ORAR modell irányítható és megfigyelhető.
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A második állítás garantálja, hogy a fenti ORAR modellhez létezik megfelelő
modell-alapú prediktív szabályozó. A teljes állítás és a bizonyítás a Disszertáció
3.5. lemmájában található, lásd még [C29–C31,J12].
2.2. Tézis. Tekintsünk egy reguláris Gc konfigurációt és legyen az ORAR modell
adott a (D) dinamikával, (I) kezdeti feltétellel, a (C) feltételekkel, és a (P) kritéri-
umfüggvénnyel, továbbá tegyük fel, hogy qTf > 0, rT ≥ 0 és qT ≥ 0. Ekkor minden
N > 0 szabályozási horizonthoz létezik olyan uk(.) szabályozó jel, hogy az (I) kezdeti
feltételről indulva a (D) dinamikával megadott (xk(t), uk(t)) : t ∈ [0, N ] trajektória
nem sérti a (C) kényszerfeltételeket és optimalizálja a (P) kritériumfüggvényt.
Az alábbiakban az egyszerűség kedvéért feltételezzük, hogy N = 1. Ekkor a
uk(θ) : k ∈ K szabályozó jel maga az adaptív útválasztási feladat megoldása, amely
megadja, hogy a xk(0) = θk kezdeti feltétel függvényében k felhasználó milyen
arányban ossza meg a forgalmát a Pk útvonalakon. Az uk(θ) : k ∈ K függvény
meghatározásához egy multi-parametrikus lineáris vagy kvadratikus programot kell
megoldani: legyen az optimális 1-lépéses uk(θ) adaptív útválasztási függvény neve
ORAR szabályozó.
A következő állítások a fenti multi-parametrikus program eredményeként ka-
pott u(θ) ORAR szabályozó függvény pár hasznos tulajdonságát rögzítik, úgy mint
folytonosság (Disszertáció, 3.6. lemma), aszimptotikus stabilitás (3.7. lemma), kon-
vexitás (3.8. lemma), és torlódásmentesség (3.9. lemma). Az eredmények az aláb-
bi [47–50] referenciákban található állítások egyszerű következményeként adódnak,
a teljes állításokért és bizonyításokért lásd [C29–C31,J12].
2.3. Tézis. Az ORAR szabályozó θ folytonos és szakaszosan affin (continuous and
piecewise affine) függvénye: u(θ) = Fiθ + gi ha θ ∈ Ri, ahol Ri szabályozási régiók
zárt poliéderek az RK-n.
2.4. Tézis. Az ORAR szabályozó aszimptotikusan stabil.
2.5. Tézis. Az ORAR szabályozó minimalizálja a (P) lineáris függvényt ha qTf >
0, rT ≥ 0 és qT ≥ 0, és az értékfüggvény folytonos, konvex, és szakaszosan affin
(continuous, convex, and piecewise affine).
2.6. Tézis. Azoknak a kezdeti állapotoknak a halmaza, amelyekből a rendszer N
lépésben az origóba konvergál (az N-lépéses megengedett halmaz), konvex. Az 1-
lépéses megengedett halmaz megegyezik a T (Gc) átviteli politóppal.
A 2.6. tézis jelentősége, hogy a szabályozónk minden megengedett θ forgalmi
mátrixot képes torlódás nélkül egy lépésben elvezetni anélkül, hogy bármit feltéte-
leznénk a pillanatnyi θ forgalmi igényekről (természetesen θ ∈ T (Gc) mellett).
Az utolsó állítás egy új karakterizációt ad az ORAR szabályozó komplexitására.
Az állítás és a bizonyítás a Disszertáció 3.10. tételében található, lásd még [J12].
2.7. Tézis. Legyen Gc egy reguláris hálózati konfiguráció és tekintsük a (D) dinami-
kával, (I) kezdeti feltételekkel, (C) feltételrendszerrel, és a következő (T) végállapot-
feltételekkel adott rendszert: xk(1) = 0 : ∀k ∈ K. Ekkor a (D)–(I)–(C)–(T) rend-
szerre értelmezett 1-lépéses ORAR szabályozó Ri szabályozási régióinak minimá-
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4.3. Skálázható útvonalválasztás algebrai megközelítésben
A következőkben a nagy méretű hálózatokban használt útvonalválasztó proto-
kollok skálázhatósági kérdéseit járjuk körül. Az eredményeket az alábbi állításban
foglaljuk össze.
3. Tézis. Bevezettem az algebrai kompakt útvonalválasztás modelljét, amely a hagyo-
mányos kompakt útvonalválasztás modelljének általánosítása legrövidebb útvonalvá-
lasztásról tetszőleges, algebrai úton jellemezhető útvonalválasztási szabályrendszerre.
Azonosítottam azokat az algebrai tulajdonságokat, amelyek biztosítják, hogy egy út-
vonalválasztási szabály lekódolható legyen a hálózat minden pontjaiban szublineáris
mennyiségű memóriával („tömöríthető”), megmutattam, hogy egyes algebrai tulaj-
donságok szuperlineáris skálázódást eredményeznek („tömöríthetetlen”), és az ered-
ményeim alapján karakterizáltam a legtöbb, tartományon belüli útvonalválasztásra a
gyakorlatban használt szabály skálázhatóságát. A „megnyúlás” (stretch) fogalmának
algebrai általánosításával megmutattam, hogy minden véges reguláris tömöríthetetlen
útválasztási szabály tömöríthetővé válik hármas megnyúlást megengedve, és először
mutattam példát olyan szabályrendszerre, amely nem tömöríthető semmilyen kons-
tans megnyúlást megengedve sem.
Az algebrai kompakt útvonalválasztás alapja, Sobrinho és Griffin alapján, az
útválasztási szabályrendszerek útválasztási algebrákkal való leírása [64–69]. Legyen
A = (W,φ,⊕,) egy útválasztási algebra, ahol W az élekhez/utakhoz rendelhető
absztrakt leírók („élköltségek”) halmaza, φ egy végtelen elem, ⊕ az absztrakt költ-
ségek kompozícióját reprezentáló művelet és  rendezés az absztrakt költségeken.
Feltesszük, hogy (W,⊕) egy kommutatív félcsoport,  teljes rendezés W -n, és φ kom-
patibilis a (W,⊕) félcsoporttal. Ennek megfelelően egy p = (v1, v2, . . . , vk) útvonal
költsége w(p) =
⊕k−1
i=1 w(vi, vi+1) ahol w(u, v) az (u, v) él „költsége”, és p
∗ egy prefe-
rált s − t út, ha w(p∗)  w(p) minden s − t közötti p útra. Az A algebra monoton
(M) ha ∀w1, w2 ∈ W : w1  w2 ⊕ w1, izoton (I) ha ∀w1, w2, w3 ∈ W : w1  w2 ⇒
w3⊕w1  w3⊕w2, reguláris ha monoton és izoton, véges (D) ha ∀w1, w2 ∈ W \{φ}:
w1 ⊕ w2 6= φ, szigorúan monoton (SM) ha ∀w1, w2 ∈ W : w1 ≺ w2 ⊕ w1, és szelek-
tív (S) ha ∀w1, w2 ∈ W : w1 ⊕ w2 ∈ {w1, w2}. Legyen az A útválasztási algebra








ahol MA(R, u) a minimális számú bit amely az u pont Ru lokális útválasztási függ-
vényének lekódolásához szükséges, R az összes lehetséges útválasztási függvény hal-
maza amely megvalósítja A algebrát egy G gráfon, és Gn az összes n pontú gráf
halmaza. Az A algebra tömöríthetetlen ha MA = Ω(n), egyébként tömöríthető.
A forgalomtovábbítási táblák triviális használatával tetszőleges célpont-alapú A
útválasztási szabály lekódolható minden pontban MA = Õ(n) biten, és Gavoille és
Pérennés alapján tudjuk, hogy a legrövidebb útválasztást leíró S = (N,∞,+,≤)
algebrára MS = Ω(n) [57, 58], tehát MS = Θ(n). Az alábbiakban ezt a karakte-
rizációt terjesztjük ki tetszőleges véges algebrára. Az alábbiakban az útválasztási
szabályokat és az azokat leíró algebrákat felcserélhetően használjuk.
Az első állítás azokat a szabályokat jellemzi, amelyekre a szublineáris skálázódás
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1. táblázat. Egyes útválasztási szabályok elméleti skálázhatósága.
Algebra Definíció Tulajdonságok Memória
Legrövidebb út S = (N,∞,+,≤) SM, I Θ(n)
Legszélesebb út W = (N, 0,min,≥) S, I, M Θ(log n)
Legmegbízhatóbb út R = ((0, 1], 0, ∗,≥) SM, I Θ(n)
Elérhető út U = ({1}, 0, ∗,≥) S, I, M Θ(log n)
Legszélesebb-legrövidebb út WS = S ×W SM, I Θ(n)
Legrövidebb-legszélesebb út SW =W ×S SM, ¬I Ω(n), Õ(n2)
3.1. Tézis. Ha egy útválasztási algebra szelektív és monoton, akkor tömöríthető.
A második állítás a rosszul skálázódó szabályokat jellemzi, ezek közt például
a legrövidebb-út választást is. A formális állítás és a bizonyítás a Disszertáció
4.11. tételében található, továbbá az állítás egy általánosítását fogalmazza meg a
4.12. lemma, lásd még [C17,C26,J14,J15].
3.2. Tézis. Ha egy algebra véges és szigorúan monoton, akkor tömöríthetetlen.
Ez a két eredmény, és a fentiekben mutatott triviális, forgalomtovábbítási táb-
lák használatán alapuló felső korlát elég, hogy a legtöbb, gyakorlatban használt
tartományon belüli útválasztási szabályrendszerre szoros skálázhatósági karakteri-
zációt adjunk, a legrövidebb-legszélesebb utak szabályrendszerének kivételével; lásd
a 1. táblázatot.
Az alábbiakban a fenti eredmények egy gyengítését vizsgáljuk. Ebben a modell-
ben a cél nem a p∗st preferált s − t út lekódolása, hanem megfelelő lehet egy attól
eltérő pst út is, feltéve hogy pst „költsége” egy k mértékű algebrai megnyúlási hatá-
ron belül van (stretch-k): w(pst)  w(p∗st)k. Ez a választási szabadság, legalábbis
legrövidebb útválasztás esetén, lehetővé teszi az egyébként tömöríthetetlen szabá-
lyok tömöríthető lekódolását. A következő eredmény ezt az észrevételt általánosítja
reguláris algebrákra: a formális állítás és a bizonyítás a Disszertáció 4.14. tételében
található, lásd még [C17,C26,J14,J15].
3.3. Tézis. Ha egy útválasztási algebra véges és reguláris, akkor létezik tömöríthető
implementációja hármas megnyúlással (stretch-3).
Az utolsó állítás azonban egy erős negatív eredményt fogalmaz meg: míg leg-
rövidebb utak esetén már hármas megnyúlás is elég a szublineáris skálázódáshoz
és a megnyúlás növelésével a memóriaigény monoton csökken, ez a stratégia egyes
útválasztási szabályok esetén hatástalan, abban az értelemben, hogy nem létezik
skálázható implementáció semmilyen konstans megnyúlással. A formális állítás és a
bizonyítás a Disszertáció 4.17. tételében található, lásd még [C17,C26,J14,J15].
3.4. Tézis. Legyen k ≥ 1 konstans és legyen A = (W,φ,⊕,) egy monoton algebra
úgy, hogy tetszőleges p ≥ 2 esetén létezik az élköltségek egy {w1, w2, . . . , wp} ⊆ W
halmaza, hogy ∀i, j ∈ {1, . . . , p}, i 6= j: wi ⊕ wj  w2ki és wi ⊕ wj  w2kj . Ekkor
nincs tömöríthető implementáció k megnyúlással (stretch-k) az A algebrához.
Könnyen megmutatható, hogy a legrövidebb-legszélesebb út szabályrendszer tel-
jesíti az állítás feltételeit, tehát semmilyen konstans megnyúlással sem tömöríthető.
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Jelenleg nyitott probléma, hogy az Ω(n) alsó korlát (3.2. tézis) és a triviális, min-
den forrás-cél párra egy bejegyzést tároló Õ(n2) felső korlát közül melyik éles (ha
bármelyik is).
4.4. Forgalomtovábbítási táblák tömörítése információelméle-
ti megközelítésben
Az utolsó itt bemutatott kutatás az előző fejezet „legrosszabb esetre” (worst-
case) adott skálázhatósági karakterizációit egészíti ki egy új, praktikus szemponttal.
Míg az algebrai kompakt útválasztás elméletében egy útválasztási szabályrendszer
tömöríthetetlenségének feltétele, hogy létezik legalább egy patologikus hálózat, ame-
lyen nem lehetséges minden pontban biztosítani a szublineáris skálázódást, alább
megelégszünk azzal, ha egy, az input részét képező konkrét gráfon sikerül skálázható
(tömöríthető) útválasztást megvalósítanunk. A megközelítésünk alapvetően infor-
mációelméleti : mutatunk egy entrópia jellegű mennyiséget, amellyel egy konkrét
forgalomtovábbítási tábla méretkomplexitása jellemezhető, és kódolási módszereket
mutatunk, amelyek képesek a gyakorlatban is entrópiával arányos tömörítést elérni.
Az eredményeket az alábbi állításban foglaljuk össze.
4. Tézis. Definiáltam az információelméleti modellek egy egyre élesebb sorozatát,
amely segítségével egy entrópia jellegű mennyiségben leírható a strukturálatlan cím-
terek felett elérhető tömörítési ráta miközben fokozatosan egyre több információ válik
elérhetővé a kódoló számára az inputként adott forgalomtovábbítási tábláról. Min-
den modellhez mutattam megfelelő tömörítési algoritmusokat, amelyek képesek valós
inputon is elérni az elméleti entrópiakorlátot, de továbbra is lehetővé teszik a gyors le-
kérdezéseket közvetlenül a tömörített útválasztási táblákon. A modellt kiterjesztettem
az Interneten használt strukturált címterek esetére, megadtam a megfelelő entrópia
mennyiséget erre a modellre is, továbbá kódolókat mutattam, amelyek képesek ezt az
entrópiakorlátot valós inputon is elérni.
A strukturálatlan („flat”) címterek modelljét a Disszertáció 5.3.1. fejezete ismer-
teti. Ebben a modellben a hálózat n pontját egy egyedi egész szám azonosítja az
[1, n] tartományon, és az egyes v pontok útválasztási állapota egy n hosszú sv ka-
rakterláncként reprezentálható, ahol sv karakterlánc i-edik szimbóluma azonosítja
a v pontból az i-edik pontba vezető preferált úthoz tartozó kimenő élet (a v-hez
tartozó elem tetszőleges). A karakterláncként adott forgalomtovábbítási táblákra
ezek után közvetlenül alkalmazhatóak az információelméleti tömörítési korlátok és
algoritmusok.
Az első állítás éles tömörítési korlátokat ad a legelemibb, ún. gráf-független
(graph-independent) modellben, amikor a tömörítendő forgalomtovábbítási tábláról
nem érhető el egyéb információ, mint annak n hossza (vagyis a hálózat pontjainak
száma). A modell, a formális állítás és a bizonyítás a Disszertáció 5.1. fejezetében
található, lásd továbbá [F1,J1].
4.1. Tézis. Tekintsünk egy tetszőleges n pontú G(V,E) gráfot és tegyük fel, hogy
a kódoló számára egyedül a hálózat n mérete elérhető. Ekkor bármely v ∈ V pont
sv forgalomtovábbítási táblájának tárolásához legalább n log n bit1 memória szüksé-
1Kettes alapú logaritmust feltételezünk és az egyszerűség kedvéért dlog xe és log x felcserélhető.
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ges. Továbbá, mutatható olyan kódoló, amely bármely v pont sv forgalomtovábbítási
tábláját n log n bit méreten tárolja és O(1) időben biztosít azon véletlen elérést.
Vegyük észre, hogy ez a korlát logaritmikus faktortól eltekintve egybeesik az elő-
ző fejezetben definiált legrosszabb esetben („worst-case”) elérhető tömörítéssel. Ez
arra enged következtetni, hogy ha a tömörítendő forgalomtovábbítási tábláról több
információ lenne elérhető a kódoló számára, akkor esetleg gyakorlati példákban lenne
lehetőség „opportunisztikusan” kisebb tárolási méretet is elérni. A következő állí-
tás ezt a sejtést igazolja. Az irodalomban gyakran vizsgálják az ún. név-független
(name-independent) modellt, ahol a forgalomtovábbítási táblában az egyes célpon-
tokhoz rendelt preferált kimenő élek is elérhetőek, azonban a pontok azonosítói (a
„címkiosztás”) nem képezik részét az inputnak. Ebben az esetben fel kell készül-
nünk a preferált élcímkék bármilyen sorrendben történő tárolására, hiszen a pontok
címének felcserélése pontosan megegyezik a forgalomtovábbítási tábla (amely most
egy karakterlánc) permutációjával. A modell, a formális állítás és a bizonyítás a
Disszertáció 5.2. tételében található, lásd továbbá [F1,J1].
4.2. Tézis. Tekintsünk egy tetszőleges n pontú G(V,E) gráfot és tegyük fel, hogy
ismert az egyes célpontokhoz tartozó preferált élcímke, azonban a pontok azonosító-
ja nem. Ekkor bármely v ∈ V pont sv forgalomtovábbítási táblájának tárolásához









az sv nulladrendű empirikus entrópiája (tetszőleges
pont azonosítók esetén) és ni jelöli azt, hogy az egyes i ∈ [1, δv] élcímkék hányszor
szerepelnek preferált élcímkeként sv-ben. Továbbá, mutatható olyan kódoló, amely sv
forgalomtovábbítási táblát garantáltan nH0(v)+o(n) biten tárolja és O(log n) időben
biztosít azon véletlen elérést.
Mivel H0(v) ≤ log n, ezért a név-független modellben garantáltan legfeljebb
akkora tárolási méretet kapunk, mint a gráf-független modellben, azonban a gya-
korlatban sokszor adódik H0(v) log n és így a fenti módszer segítségével jelentős
méretcsökkenés érhető el.
A név-független modellben a tömörítőalgoritmusnak bármely címkiosztásra fel
kell készülnie, ami nagy mértékben korlátozza az elérhető tömörítés mértékét, hi-
szen a forgalomtovábbítási tábla bármely permutációját le kell tudnunk tárolni. Az
irodalomból ismert legerősebb modell, az ún. név-függő (name-dependent) modell
feltételezi, hogy a címkiosztás is részét képezi az inputnak, és ezért a kódoló ezt az
extra információt is felhasználhatja a tömörítéshez. Értelemszerűen ebben a mo-
dellben érhető el a legnagyobb tömörítés, ahogy a következő állítás mutatja. A
modell, a formális állítás és a bizonyítás a Disszertáció 5.3. tételében található, lásd
továbbá [F1,J1].
4.3. Tézis. Tekintsünk egy tetszőleges n pontú G(V,E) gráfot és tegyük fel, hogy
ismertek az egyes célpontokhoz tartozó preferált élcímkék illetve a pontokhoz rendelt
(fix) egyedi azonosítók. Ekkor tetszőleges v ∈ V pont sv forgalomtovábbítási táblájá-










az sv karakterlánc k-rendű empirikus entrópiája, ni jelöli, hogy az egyes i ∈ [1, δv]
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élcímkék hányszor szerepelnek preferált élcímkeként sv-ben, és nqi azt jelöli, hogy az
i élcímke hányszor követi a k-hosszú q ∈ [1, δv]k élcímke-sorozatot sv-ben. Továbbá,
mutatható olyan kódoló, amely sv forgalomtovábbítási táblát garantáltan nHk(v) +
o(n) biten tárolja bármely k = o( logn
log logn
) esetén és O(log n log log n) időben biztosít
azon véletlen elérést.
Mivel Hk(v) ≤ H0(v) ≤ log n, ezért garantáltan ebben a modellben kapjuk a leg-
jobb tömörítést. A gyakorlatban „megfelelő” címkézés esetén (lásd alább) akár több
nagyságrendnyi méretcsökkenés tapasztalható a név-függő kódolás használatával.
A következő állítás az előző, strukturálatlan címterekre adott korlátokat értelme-
zi újra ún. strukturált, hierarchikus címterekre, mint például az Interneten használt
IP protokoll címzési modellje. Ebben a modellben a címek kiosztása maga is infor-
mációt hordoz, hiszen egy pont címének pozíciója a címtér hierarchiájában általában
jelentős információt elárul annak hálózatbeli elhelyezkedéséről. A modell nehézsége,
hogy a strukturált címterek felett a forgalomtovábbítási táblák is rendelkeznek belső
struktúrával, és az információelméleti modellnek megfelelően kell reprezentálni ezt
a belső struktúrát a tárolási korlátokban (vagyis az entrópiában). A hierarchikus
címterek modelljét a Disszertáció 5.4.1. fejezetében ismertetjük részletesen.
A hierarchikus címterekre adott alábbi állítás először mond analitikus korlátot
az elérhető tömörítés mértékére. A formális állítás és a bizonyítás a Disszertáció
5.3. tételében található, lásd továbbá [C15,C19,C21,J13].
4.4. Tézis. Legyen egy IP forgalomtovábbítási tábla egy T valódi, bináris, levél-
címkézett prefix fával adva, legyen T fa L leveleinek száma n, legyen a levélcímkék
halmaza Σ = [1, δ], és legyen s : L 7→ Σ egy függvény, amely minden levélhez meg-
mondja annak címkéjét. Ekkor T tárolása legalább 2n + nH0(s) bitet igényel, ahol
H0(s) az s függvény nulladrendű empirikus entrópiája. Továbbá, mutatható egy kó-
dolás, amely képes T prefix fát legfeljebb 2n+nH0(s)+o(n) biten tárolni úgy, hogy a
legspecifikusabb prefix keresése a tömörített reprezentáción O(W ) időben elvégezhető
ha δ = O(polylog n), ahol W a címtér bitszélessége.
Az utolsó eredmény összegzi a fenti információelméleti eredményeket. A fenti-
ekben a címterek belső struktúrájának reprezentációját kétféle modellben is meg-
vizsgáltuk. Érdekes módon a strukturálatlan címterek felett is lehetséges a címek
belső struktúrájának egyfajta implicit modellezése, mégpedig a forgalomtovábbítási
táblák magasabb-rendű entrópia fogalmán keresztül. Ezzel szemben a strukturált
címterekre mutatott prefix-fa reprezentáció belső struktúrája explicit (a „fa” struk-
túrájában), így a címkék entrópiájának modellezésére itt már elég a nulladrendű
modell.
Az alábbi állítás először teremt kapcsolatot a két reprezentáció között. A formális
állítás és a bizonyítás a Disszertáció 5.8. tételében található, lásd továbbá [F1,J1].
4.5. Tézis. Legyen T egy IP forgalomtovábbítási táblához rendelt valódi, bináris,
levélcímkézett prefix fa, és legyen MT a T prefix fa tárolásához szükséges bitek mini-
mális száma. Továbbá, legyen S egy ekvivalens 2W méretű karakterlánc reprezentá-
ció, amelyet úgy kapunk, hogy minden lehetséges W -bites címhez sorrendben felírjuk
a T által a címhez rendelt élcímkét, és legyen MS az S reprezentáció tárolásához
szükséges bitek minimális száma. Ekkor MT és MS között az alábbi kapcsolat áll
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2. táblázat. Néhány valós IPv4 forgalomtovábbítási tábla tömörített mérete a 4.4. tézis
szerinti prefix-fa tömörítő használatával (MT ), illetve a 4.3. tézis szerinti karakterlánc
reprezentáció magasabb rendű tömörítésével (MS).
MT [Kbytes] MS [Kbytes] K
taz 56 85 1.52
hbone 142 186 1.3
as1221 115 162 1.4
as4637 41 66 1.6
as6447 277 294 1.06
as6730 209 253 1.21
A 4.5. tézis szerinti analízist elvégezve IPv4 forgalomtovábbítási táblák esetén
a K ∼ 3 elméleti arányossági tényező adódik, míg IPv6 esetén ez a szám K ∼ 7.
A 2. táblázat néhány valós forgalomtovábbítási tábla tömörített méretét mutatja
az egyes modellekben. Ezen eredmények alapján K valós értéke közelebb lehet
1.1–1.5 tartományhoz IPv4 esetén. Az eredmények jelentős, nagyságrendnyi mé-
retcsökkenést mutatnak a kapcsolódó irodalomban elérhető tömörítési arányokhoz
képest [70–89].
5. Az eredmények hasznosíthatósága és hatása
Tudományos munkám során elsősorban a csomagkapcsolt hálózatok útvonalvá-
lasztási, forgalomtovábbítási, skálázhatósági, programozhatósági és optimalizálási
kérdéseivel foglalkozom több mint 20 éve. A kutatási módszereim ötvözik az el-
méleti vizsgálódásokat és az elmélyült feltáró jellegű tudományos munkát, illetve a
kimondottan gyakorlati, a hálózatok építésével és hatékony működtetésével kapcso-
latos, az operátori gyakorlatban gyakran előforduló problémák megoldására irányuló
mérnöki megközelítést.
A területen több mint 60 konferencia közlemény, 23 folyóirat, és két könyvfeje-
zet szerzője vagyok, ezek több mint 50 százalékában mint első vagy utolsó szerző
szerepelek. Legjelentősebb eredményeim rendre a kommunikációs hálózatok legjelen-
tősebb fórumain jelennek meg. Magyarországon egyedüliként kétszer is szerepeltem
előadással az ACM SIGCOMM konferencián (H-5 index: 72): az első SIGCOMM
előadásomban a 4. tézisben bemutatott forgalomtovábbítási táblák tömörítését célzó
kutatásunk eredményeit ismertettem [C19], míg a második előadás az ipari partne-
rekkel szoros együttműködésben folytatott, a szoftver alapú hálózati kapcsolóelemek
egészen új architektúráját bemutató kutatásunkat ismertette [C12]. Legújabb, Lé-
vai Tamás doktoranduszhallgatómmal a szoftver alapú csomagfeldolgozók kötegelt
ütemezését bemutató kutatásunk pedig a USENIX NSDI fórumán (H-5 index: 62)
jelent meg [C2]. Fontos tudni, hogy a USENIX NSDI és a ACM SIGCOMM a
kommunikációs hálózatok legjelentősebb éves konferenciái, többek közt az Inter-
net alapját képező TCP transzport protokoll, a napjaink hálózatait meghatározó
szoftver-alapú hálózatok (SDN) paradigmája, vagy az elosztott hash táblák elmé-
lete is ezeken a fórumokon került először bemutatásra. A nemzetközi kutatóvilág
ezen meghatározó fórumait, nem véletlenül, a nagy amerikai egyesült államokbeli
egyetemek (MIT, Princeton, Berkeley) és privát kutatóközpontok (Google, Micro-
soft Research) dominálják: az NSDI 2020 programjába az elfogadott 40+ cikk közé
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összesen 4 európai kutatás került be (ebből kettő az ETH Zürich egyetemről), köztük
Közép-kelet Európából egyedül a miénk.
A hálózatok bővebb kontextusában végzett elméleti, feltáró kutatási eredménye-
ink szintén gyakran váltanak ki széles nemzetközi érdeklődést: a Nature Commu-
nications folyóiratban nemrég megjelent cikkünk több száz Twitter üzenetet, Face-
book megosztást és médiamegjelenést kapott2, és ma is a legjelentősebb nyilvános
megjelenést kapott cikkek felső 1 százalékában található.3
A kutatási munka mellett aktívan járulok hozzá az Internet Engineering Task
Force (IETF), az Internet protokollok szabványosításáért felelős szervezet munká-
jához is: részt veszek több munkacsoport megbeszéléseiben, mint az IETF Routing
Area (rtgwg) vagy az Open Shortest Path First IGP (ospf) munkacsoport, és a ko-
rábbi PhD hallgatóm, Enyedi Gábor, doktori téziseit alkotó közös munkánk Internet
szabványok (Proposed Standard) formájában is elérhető: lásd az „RFC 7811: An
Algorithm for Computing IP/LDP Fast Reroute Using Maximally Redundant Trees
(MRT-FRR)” és az „RFC 7812: An Architecture for IP/LDP Fast Reroute Using
Maximally Redundant Trees (MRT-FRR)” szabványokat [C35].
Az elmúlt 15 évben a kutatási tevékenységemet magyar és nemzetközi egyedi ku-
tatói ösztöndíjpályázatokból (Bolyai János Kutatási Ösztöndíj, OTKA Posztdoktori
Kiválósági Program), magyar kutatócsoportok célzott támogatásából (MTA–BME
Lendület Jövő Internet Kutatócsoport, MTA–BME Információs Rendszerek Kuta-
tócsoport, MTA–BME Lendület Hálózat Szoftverizációs Kutatócsoport), nemzetkö-
zi EU pályázatokból (FP6-IST NOBEL 1–2, FP7-IST Efipsans), és nagy presztí-
zsű ipari kutatási programokból (Google Faculty Research Award) fedeztem. Év-
tizedes kapcsolatom van ipari és nemzetközi partnerekkel és széles kutatási kör-
ben vezetek nemzetközi kutatási projekteket az elméleti kutatások [C4, C26, C41,
C41, J4, J14, J15, J15, J18, J19, J21], a hálózatbiztonság [C5, C6], a programozha-
tó hálózatok [C8, C10, C12, J3], a forgalommenedzsment [C13, C20, C44, C46, J5,
J20, J22], az adaptív útválasztás [C30, C31, J12], a komplex hálózatok [J8, J10], a
gyors hibavédelem [C18, C22, C25, C27, C36, J11, J16, J17], a tömörített adatstruk-
túrák [C15, C19, C21, J13], az Internet mérések [C28], és az alkalmazott kutatá-
sok [C18,C24,C32,J6,J9,J22] tágabb területén.
A kutatómunkámat széles körű nemzetközi együttműködésben végzem: az elmúlt
években közös kutatásokat vezettem izraeli (Michael Schapira, Hebrew University of
Jerusalem [C13, J5]), svéd (Marcus Hidell és Peter Sjödin, KTH Stockholm [J21],
Marco Chiesa, KTH Stockholm [C4, C13, J5]), angol (Gianni Antichi, Queen Ma-
ry University of London [C1], amerikai egyesült államokbeli (Barath Raghavan,
USC [C2]), szingapúri (Min Suk Kang és Dinil Mon Divakaran, National University
of Singapore [C5]), osztrák (Stefan Schmid, University of Vienna [C5–C7]), fran-
cia (Dario Rossi, Leonardo Linguaglossa, Télécom ParisTech [J2]), olasz (Giuseppe
Bianchi, University of Rome [J2]) és német (Wolfgang Kellerer és Andreas Blenk,
TU München [C3], Thomas Zinner, TU Berlin [J2], Roberto Bifulco, NEC Laborat-
ories [J2]) kollégákkal. Több mint egy évtizedes kapcsolatom az ipari partnerekkel,
több cikket közöltem például az Ericsson Research, TrafficLab [C9,C10,C12,C21,J4],
a Nokia Research, a Télécom ParisTech, vagy a NEC Laboratories [C8, J2] kutató-
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ival. Az Ericsson hazai kutatógárdájával kiemelten szoros az együttműködés: a
gyors hibajavítást célzó kutatásaink eredménye [C27,J16,J17] az Ericsson egyik há-
lózatmonitorozó termékének részeként több száz operátor számára vált elérhetővé.
Jelenleg vezető kutatóként dolgozom a Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi
Egyetem Távközlési és Média Informatikai Tanszékén és az MTA–BME Információs
Rendszerek Kutatócsoportban, és meghívott kutatóként közreműködöm az Ericsson
Research, TrafficLab munkájában.
A tézisek témájában megjelent közlemények
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